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Soit (t,)pen une suite numérique et pour chaque n € N soit S, = ug + -+ + u,, la somme

de n + 1 premiers termes de cette suite. Alors on a

Définition 2.2. 1) La suite (S,), est appelée série de terme général u,, cette série

sera notée ) w, ou Y  u,.

!
n

2) S, =Y uy est appelée la somme partielle d’ordre n de la série.
k=0
3) La série ) u, est dite convergente si la suite (S,), est convergente, dans ce

mn
n

cas lim S, = lim ) wug, est alors appelée somme de la série ) u,, et désignée par
n—00 n—00 j,_) -

o0
Y, Uy OU U+ F 1y + -
n=0
4) La série Y u, est dite divergente si elle n’est pas convergente.
T




Remarque 2.1. 1) On peut avoir une suite (uy)n>n, qui n’est définie qu'a partir d’'un
certain indice ng > 1. Dans ce cas la série ) u, est la série de terme général u,, ou u, := 0
1L

pour 0 <n < ng— 1.

2) Soit (y,)p>n, une suite. Par abus de langage, et aussi suivant certains auteurs, on va se

oo 20
permettre dutiliser la notation ) w, pour désigner a la fois la série ) | u, et la somme > uy,,
n=ng n n=ny
si elle existe. Mais pour éviter toute confusion, les expressions : série »  wu,, » u, converge
n=ng n=njq

o o]
(ou diverge) ..., signifient qu'il s’agit d’une série, par contre les expressions : la somme )y,

n=ny
20

Y u, égale a un scalaire (ou a l'infinie) ..., signifient qu'il s’agit d'une somme.
n=ny




Exemples 2.1. 1) Soit r € R, la série géométrique de raison r est la séric Y ", on a

T

Y 1™ converge si, et seulement si —1 < r < 1. En effet, sir €] —1,1],

TL
n 1 — pntl =0 1
S-RZZ'I‘::—l — Z-’r;"zl .
k=0 r k=0 :
00
Pourr=1, S, =n+1, donc ) rk = ~.
k=0
00
Pourr >1,5, >n+1, donc ) rk = ~.
k=0

Pour r = —1, Y r* diverge. En effet,
;1:.

1 — (_1)2-n+l _
HIn — . . =1
1-(-1)
et
1—(—1 2n+2

L= (=1)




Pour r < —1, Y r* diverge. En effet,
Il’

1 — _I,‘En.—l—l
Sop, = donc lim So, = ¢
1 — ,I,Qn—;?
Sopi1 = — donc lim Sy, = —oc.
J_ — T N—




2) La série

1
Z n(n+1)

!

est convergente, car pour tout entier n > 1,

Donc

Anst,

111

nn+1) n n+1

So =(1=3)+G—3)+ -+

g1
=1-—.

o |
Z n(n+1) =1L

n=1




Définition 2.3. La somme de deux séries ) u, et ) v,, notée > u, + ) v,, est
n n n n

la série

Z Uy + Uy

n

Pour tout scalaire A € C, le produit de A et la série ) u,, notée \-) u,, est la série

z Ay,

Proposition 2.2. Si ) u, et ) v, sont deuzx séries convergentes et si \ et 3 sont

n T

deux scalaires alors la série
}l " Z “-n —I_ .;'Ij * Z 11?1
1 T

est convergente et on a

0 00 00
A z Up + 3 Z Up = Z Ay, + [y,
n=>0 n=>0

n=0




Proposition 2.3. Une série ) u, est convergente si, et seulement si elle vérifie
n
le eritére de Cauchy suivant :

m
ve>0, ANeN : Ym>n> N, | z ug| < e.
k=n+1
n
Démonstration. Découle du critere de Cauchy pour la suite () ug),. O
k=0

Proposition 2.4. Si une série ) u, converge, alors lim u, = 0.

T N— 0




Démonstration.

n n—1
lim w, = lim (> wur — > ug)
T— 00 n—oo —0
mn n—1
= lim > wup — Lm > uy
T—= OO0 =) M—00 =0
= up — »_ up = 0.
k=0 k=0

Attention 2.1. La réciproque de la proposition 2.4 n'est pas vraie en général. Voici deux
exemples :
1) Soit la série

Z In( E)
n

n=1

2) Un exemple remarquable est donné par la série harmonique

1

T
n




Le terme général de cette série est 1/n qui converge vers zéro. Mais on a

_ 1 1 A
SQ” S“' I S | T n+2 T T 2n
! + ! + + -
- 2n 2n 2n
(! tr:;mes
.11
= N5, =3

done la série harmonique ne vérifie pas le critere de Cauchy done elle est divergente.




3. Séries numériques a termes positifs.

Dans se paragraphe on s'ntéresse aux séries a termes généraux positifs, ¢'est a dire les séries

Yy telles que, pour tout n € N, u, > 0.

n

Proposition 2.5. Une série ) u, a termes positifs est convergente si, et seule-

1
ment si elle est bornée.
n
Démonstration. La suite () w), est croissante, donc elle converge si, et seulement si
k=0

elle est bornee. [




Proposition 2.6. Sotent ) u, et ) v, deuz séries a termes positifs, supposons
n n

de plus que pour tout n € N, u, <v,, alors :

1) si la série Et-‘n converge la série ) u, converge et on a E Uy < Z V.

n k=0 k=0
2) s1 la série E uy, diverge la série ) v, diverge.
1 f
1 f (8.4
Démonstration. Si) v, converge, alors pour tout n € N, ) up < ) v <) g, < 00
n k=0 k=0 =

Dot g < Y vp. O
k=0 k=0




Exemples 2.1. Ftudions la nature de la série

=1

n=1
On a pour tout entier n = 2,
1 l
7 . ;
n ~ (n—1)-n
- O ]
or ) =y est convergente, d'oli ) 55 converge.

n==2 n—=1




